TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017

Capitulo 3: Razones trigonométricas

Las Razones trigonométricas se definen comunmente como el cociente entre dos lados de un
triangulo rectangulo asociado a sus angulos. Las funciones trigonomeétricas son funciones cuyos
valores son extensiones del concepto de razdn trigopnométrica en un triangulo rectangulo trazado
en una circunferencia unitaria (de radio unidad).

Las Razones trigonométricas se definen comiunmente como el cociente entre dos lados de un
triangulo rectangulo asociado a sus angulos. Existen seis funciones trigonométricas basicas.

Para definir las razones trigonométricas del angulo: a, del vértice A, se parte de un triangulo
rectangulo arbitrario que contiene a este angulo. El nombre de los lados de este triangulo
rectdngulo que se usara en lo sucesivo sera:

{hipotenusa)

{adyacente)

La hipotenusa (h) es el lado opuesto al angulo recto, o lado de mayor longitud del triangulo
rectangulo.

El cateto opuesto (a) es el lado opuesto al angulo que queremos determinar.

El cateto adyacente(b) es el lado adyacente al angulo del que gueremos determinar.

Todos los triangulos considerados se encuentran en el Plano Euclidiano, por lo que la suma de
sus angulos internos es igual a 1 radianes (0 180°). En consecuencia, en cualquier triangulo
rectangulo los angulos no rectos se encuentran entre 0 y /2 radianes. Las definiciones que se
dan a continuacion definen estrictamente las funciones trigonométricas para angulos de este
rango:
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> Elseno de un angulo es la relacidén entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la
hipotenusa:

. I:ll:ll'[l,'“-.|l:l (1
sinoy = ——— = —.
hipotemusa  h

El valor de esta relacién no depende del tamafio del triangulo rectangulo que elijamos, siempre
gue tenga el mismo angulo a, en cuyo caso se trata de triangulos semejantes.

> El coseno de un angulo la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la
hipotenusa:

adyvacente b
cosq = —— = —.
hipotenusa A

> Latangente de un es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente:

I:ll:l|'|_l,"-\.|l:l ﬂ
tanag = ——— = —.
advacente b

> La cotangente de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la del
opuesto:

advacente b
cotog = —— = —.
I:ll:ll'[l,'“-\.|l:l (1

» La secante de un angulo es la relacién entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del
cateto adyacente:

hipotenusa  h
secq = —— = —.
advacente b

> La cosecante de un angulo es la relacion entre la longitud de la hipotenusa y la longitud del
cateto opuesto:

hipotenusa  h
csco = ———— = —.
opuesto (1
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Tabla de funciones trigonomeétricas
FUNCION ABREVIATURA FORMULAS
SENO Cat. Opuesto 1
Sen Hipotenusa Csc
COSENO Cat.Adyacente 1
COS Hipotenusa Sec
TANGENTE Cat. Opuesto
Ta n Cat.Adyacente Cot
COTANGENTE COt Cat.Adyacente
Cat. Opuesto Tan
SECANTE Hipotenusa 1
SeC Cat.Adyacente Cos
COSECANTE Hipotenusa
CSC Cat.Opuesto Sen
EJEMPLOS:
4 Calcular las razones trigonométricas de los siguientes triangulos rectangulos:
1.
C C
ES) Ry
C C
” %
N N
a a
Bl O Bl g
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Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)
v’ Como se desconoce el valor del cateto opuesto (que es el que estd frente al dngulo de

referencia a ), se puede utilizar el teorema de Pitdgoras para conocer su valor; en este
caso ese valor corresponde a un cateto.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

a?=(5cm)?-(3cm)?
a?=25cm?- 9 cm?
a?=16 cm?

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la resta anterior

a=+/ 16 cm?=4cm

v’ Finalmente el valor obtenido (4 cm) es el valor que corresponde al cateto opuesto.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo a:

Cat.Op. a 4cm Cat.Ady. c 3cm
Senq=—— D=2 = = 0,8 cosa:—_y = - = = 0,6
Hip b 5cm Hip b 5cm
Cat.Op. a 4cm Cat.Ady. c 3cm
Tana=—2L = £ — = 1,33 Cota=—=LD = £ = = 0,75
Cat.Ady c 3cm Cat.Op. a 4cm
Hip. b 5cm Hip. b 5cm
Seca=—2 = 2 = = 1,67 Csca= P -2 = = 1,25

Cat.Ady c 3cm Cat.op a 4cm
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2.

C C

6
6 a6
5] N A BN
8 A c8

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ Como se desconoce el valor de la hipotenusa, se puede utilizar el teorema de Pitdgoras
para conocer su valor.

v’ Para calcular la hipotenusa se suma el cuadrado de sus catetos

b?=(6)° + (8)*
b?=36 + 64
b? =100

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la suma anterior

b=+v100 =10

v" Finalmente el valor obtenido (10) es el valor que corresponde a la hipotenusa.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo recténgulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el adngulo 6:

Cat.Op. a 6 Cat.Ady. C 8
Senf= ——F =-=-==06 cosh=—2 = £ = = =08

Hip 10 Hip b 10
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Cat.Op. a 6 Cat.Ady. c 8
Tang=—-"2 = 2 = 2 = 0,75 Cotop=—= = = = 2 =1,33
Cat.Ady c 8 Cat.Op. a
Hip. b 10 Hip. b 10
Sech=——r— = 2 = = =1,25 Csch=—P— = 2 = = =1,67
Cat.Ady c 8 Cat.op a 6
3.
A A
3 C 8hb

\B

NB
- 15

—C B 215

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al angulo recto (c)

v’ Como se desconoce el valor de la hipotenusa, se puede utilizar el teorema de Pitdgoras
para conocer su valor.

v’ Para calcular la hipotenusa se suma el cuadrado de sus catetos

c?=(15)%+ (8)?
c?=225+ 64
c?=289

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la suma anterior

c=v289 =17

v’ Finalmente el valor obtenido (17) es el valor que corresponde a la hipotenusa.
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v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo B:

Cat. Op b Cat.Ady. a 15

8
Se = = = — =047 cosph= = - = — =
nfp= c 17 0, b Hip c 17 0,88
Cat.0 b 8 Cat.Ad a 15
Tanf=—-t = 2 = = =0,53 Cotfr——-X = 2 = =2 = 1,875
Cat.Ady a 15 Cat.Op. b 8
c Hip. c 17
Secf=—l = £ = =113 Coepm—P = £ = 1 = 2125
Cat. Ady a 15 Cat.op b 8
4,
B 4
N YN
‘o§ c%‘é‘/ .
VAN s Y ——— SE
13 cm TR, b13cm E
Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente(a), para calcularlo se puede
utilizar el teorema de Pitdgoras.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

=(13cm)?- (5 cm)?
a?=169 cm?- 25 cm?

a? =144 cm?
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Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de

la resta anterior
a=+/144 cm*=12cm
v’ Finalmente el valor obtenido (12 cm) es el valor que corresponde al cateto adyacente.

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular

el valor de las seis razones trigonométricas para el dngulo y:

Cat.Op. c 5cm Cat.Ady. a 12cm
Seny=—F = Z = =0,38  cosy=——L = 2 = = 0,92
Hip b 13 cm Hip b 13 cm
Cat.0 c 5cm Cat.Ady. a 12 cm
Tany= P - 2= = 0,42 Coty:—y = — = = 2,4
Cat.Ady a 12 cm Cat.Op. c 5cm
Hip. b 13 cm Hip. b 13 cm
Secy:—p = - = = 1,08 Cscy= B -2 = = 2,6
Cat.Ady a 12 cm Cat.op c 5cm

3
+ Hallar el valor de Cosf y Tang, sisenf = —

Solucion:
Cateto Opuest 3 .
v’ Como senf) = ——2P1eT0 _ —, entonces 3 es el valor del cateto opuesto del angulo 6
Hipotenusa
y 4 es la hipotenusa del triangulo rectangulo. Grdficamente quedaria asi:

C C
3 57 a3 7
B L 9{/\*,& B L. 00\ A
C c
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v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente(c), para calcularlo se puede
utilizar el teorema de Pitdgoras.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

c2=(4)2- (3)2
c?=16-9
c’=7

Para eliminar el exponente de la incognita se le saca raiz cuadrada al resultado obtenido de
la resta anterior

=7 =
v' En este caso \/7 no tiene raiz cuadrada exacta, por lo tanto podemos dejarla indicada

v’ Como ya se conoce el valor de los 3 lados del tridngulo rectdngulo, se procede a calcular
el valor coseno y la tangente para el dngulo 6:

Cat.Ady. c V7
cosh=—2L = = = XL = 0,66
Hip b 4
Cat.Op. a 3cm 3V7
Tany=—"— = — = = —
Cat.Ady c V7 cm 7

En el caso de la tangente, como \'7 queda en el

denominador, debemos racionalizarla:

3em 347 37 3V7
V7em N7 N7 VA9 7
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+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “X” y “Y”

140°

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (8 cm)

v’ En este caso se desconoce el valor de los catetos opuesto (X) y adyacente (Y).

v' Como se conoce el valor de la hipotenusa y el valor del dngulo, se puede emplear la
funcion seno o coseno, que son las que contienen la hipotenusa.

v’ En el caso del cateto X, se utilizard la funcién seno:

Cat.o

sen40°® = — P — sen40° = > X=s5en40°x8cm->X=064x8cm->X~=5cm
hipot 8cm

v’ Para calcular Y se puede utilizar teorema de Pitdgoras o la funcién coseno (que
contienen el valor de la hipotenusa) o la funcion tangente (que contiene el valor del
cateto opuesto, el cual fue hallado previamente). En este caso se utilizard la funcion
coseno:

Cat.ady

c0s40° = ——— > c0s40° = >Y =c0540°x8cm->Y=0,77x8cm->Y =6cm
Hipot 8cm
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+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “a” y “b”
C

A - B

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al adngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor de la hipotenusa(b) y el cateto opuesto (a)

v' Como se conoce el cateto adyacente (12 cm), se puede emplear la funcién coseno o
tangente, que son las que contienen este valor.

v’ En el caso del cateto b, se utilizard la funcién coseno:

Cat.ady 12 cm 12 cm 12 cm
C0s25° = ——— — c0s25° = - b= - b= > b=13cm
hipot b cos25° 0,9

v’ Para calcular a se puede utilizar teorema de Pitdgoras o la funcién seno (que contienen
el valor de la hipotenusa, la cual fue hallada previamente) o la funcion tangente (que
contiene el valor del cateto adyacente). En este caso se utilizard la funcion tangente:

. 0p. a
Tan25° = ~@-0p - tan25° = —>a=tan25°x12cm -» a=0,47x12cm
Cat.ady 12 cm

a=56cm
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+ En el siguiente triangulo hallar el valor de “Y” y el angulo 6:

C

B|— 0. A
Y

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (b)

v’ En este caso se desconoce el valor del cateto adyacente (Y), para calcularlo se puede
utilizar el teorema de Pitdgoras.

v’ Para calcular el cateto se le resta al cuadrado de la hipotenusa el cuadrado del otro
cateto:

Y?=(8)?- (4)?
Y2=64-16
Y2 =48
Y=+/48
Y=4\3 ~ 6,9

Para calcular el dngulo 8, podemos utilizar las funciones seno, coseno o tangente.
C

%
0,
[
P %
LS

Cateto Opuesto
iy

B [l 0. A
43

Cateto adyacente
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.. . Cat.opuesto 4
En este caso utilizaremos la funcion seno= ,L =-=0,5
Hlpotenusa 8

v Para obtener el dngulo debemos hacer uso de la calculadora cientifica, teniendo en
cuenta los siguientes criterios:

e Identificar la parte del teclado de la calculadora que vas a tener que utilizar de una
manera especifica para los ejercicios con razones trigonométricas.

Funciones inversas Eleccion del modo

XY Y L.

Abs) 2%) : x1) togal
‘ k e Funcidn seno y
&) v&) 2?) x%) log) Inj su inversa

Funcién tangente y

(=) *3») hyp) sin} cos] tan)

su inversa
A. L

RCL) ENG) (,) ’_/I 5‘@ ”j) Funcion coseno y
su inversa

Conversion de grados
sexagesimales a
decimales y viceversa

e En primer lugar debes fijarte en el modo de la unidad angular en la que estés
trabajando. Generalmente, la unidad por omision es el grado sexagesimal.
Comprueba que en la pantalla de la calculadora aparezca la letra D o DEG. En caso
contrario deberds pulsar la secuencia de teclas

[El-m-—r] [ MDDE]{SET UP)

Y elegir DEG para trabajar con grados sexagesimales.

® Para calcular las razones trigonométricas de un angulo agudo, pulsa la tecla
correspondiente[ sin ][ cos ][ tan ]ydespués el valor del angulo.

® Sj sabemos el valor de una razon trigonométrica y queremos averiguar el dngulo,
tendremos que activar las funciones inversas con ayuda de la tecla SHIFT (en algunas
calculadoras INV).

4 1
® [n nuestro caso como vamos a calcular el valor de sen@ = s = 5= 0,5, debemos

activar la funcion SHIFT — seno — 0,5. De esta manera nos da el valor del dngulo, el
cual es de 30°, por lo tanto 8 = 30°
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ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

Prkivicad de o 5 .
profundizacion: En los siguientes triangulos, haciendo uso

resolucién de de las razones trigonomeétricas, hallar el
"Ri&ngu|os ..
b valor de la incégnita.

Recrangulos

haciendo uso de

! |aS Rag)ones

"igonomé"nims

76°
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3.

v 30°
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6.

Xk

50m
?\

Y
8.
B
A
A v C
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9.

x>
2

10.
D
2550m
35° 50°
A—m—B n C
11.

30cm
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RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA LOS ANGULOS ESPECIALES

En los angulos especiales de 30°, 45°, 60° 0

NE
NE
e

radianes, se tiene en cuenta las siguientes

) )

propiedades:

%

% En un triangulo rectangulo e isosceles los catetos son iguales.

L)

% En un triangulo rectangulo con angulos interiores de 30° y 60°, el lado opuesto al &ngulo de
30° tiene una longitud igual a la mitad de la hipotenusa.

En un triangulo equilatero los angulos miden 60° con el Teorema de Pitagoras se calcula la
altura.

2
' . W= ]_2 — 1 =£
e W 2 2
1
X
e\ 112
1 Tomamos un cuadrado de lado 1. Con el Teorema

de Pitagoras se calcula la diagonal.

y . diag = vn,;'l2 +12% = q,E
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De acuerdo con las definiciones de las funciones trigopnométricas, se tiene:

Cat.Op. Cat.Ady. Cat.0p.
Senf = a_t P Cosf = aF Y Tan@ — Latop.
Hipot. Hipot. Cat.ady.
Angulo de 45°
1 1 V2 2
Sendsff=—=—=—x == —
a2 V2 427 42 2
1 1 V2 2
Cosd4=—==—==— X == —
av2 V2 2 2 2
Tand5°=— =1
a
Angulo de 30°
Sen30° = i_a_1
T 02 2
1
5 Cos30° = ? = —3 = —3
- T a2 2
1
= 2 1 1 \3 3
. 1
3 Tan30°=—2_= === —x == —
g a a¥2 a2y3 3 V37 43 3
2
Angulo de 60° NE]
23 _ a3 _ 43
Sengl° = —/ = = —
300 E a.2 2
a = 1
a
L Cosb0°=% = — = =
2 - a.z 2
1
V3 .a
—| 60° 243
2 TanB0° = —2— = 'r'a=\/§
E E 2.a
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Los angulos especiales de 30°, 45° y 60° unidos a los de 0° y 90° se consideran en trigonometria
como angulos notables y el resumen de las funciones trigonométricas para estos angulos se
pueden establecer de la siguiente manera:

e 30° 45° 60° 90°

grados
Senf 0 1 V2 V3 1
2 2 2
Cosf 1 V3 V2 1 0
2 2 2
Tan® 0 1 43 1 \3 No
E - 3 definida

Ahora voy a ensefiarte
un truco para que
puedas aprenderte de
manera sencilla estas
razones.

\

+¢ Primero dibujamos un simbolo de raiz grande, tal como éste...

)/

+« Escribimos dentro dos filas de numeros, en la parte superior una que vaya del 0 al 4, y en la
parte inferior otra que vaya al revés, del 4 al 0...

0 1 2 3 4
4 3 2 1 0



I Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017 |

¢ Dibujamos una barra grande debajo y un 2 bajo ella...

0 1 2 3 4

4 3 2 1 0
2

+ Y ahora lo completamos con lo que nos interesa saber...

0° 30° 45° 60° 90°

sen 6 1 2 3 4
cos 4 3 2 1 0
2

Ya podemos saber el seno o el coseno de cualquiera de estos angulos notables.

< EIl procedimiento es bastante sencillo. El resultado va a ser la raiz de un nimero
entre 2, y ese numero es el que corresponde a la fila del sen o del cos (segun
gueramos calcular el seno o el coseno) y a la columna del angulo notable en
cuestion. Después tan solo tenemos que simplificar el resultado obtenido, si se
puede. Vamos a hacer unos ejemplos que asi se ve mucho mejor.

Supongamos que queremos saber el sen 30°... 0° 30°45° 60° 90°

sen %—@234
<-"09’_\43210

Es decir:
=N

Debemos recordar que para hallar la tangente so6lo es necesario dividir seno entre coseno.
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EJEMPLOS:

1. Encontrar el perimetro del triangulo rectangulo.

L
"y
C
. )
o
T
M o N
Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacion de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto (n)

v’ En este caso se desconoce el valor del catetos opuesto (m) y adyacente (l), para
calcularlo se puede tener en cuenta que un dngulo de % corresponde a 45°

v’ Teniendo en cuenta que el tridngulo es isdsceles, ambos catetos tendrdn la misma
medida.

v’ Si la hipotenusa es igual a un cateto por \2 (m.\/i), entonces se puede despejar la
incégnita.

) hip. :
Hipotenusa= m.\/2, entonces: m= Nk reemplazando los valores se obtiene:

3cm ) ) ] ] 3cm V2 3V2cm
racionalizando denominador se obtiene m= =

N 7z Y ETT 2

m

v’ Para calcular el perimetro se suma el valor de la hipotenusa y se puede multiplicar por
dos el valor del cateto obtenido anteriormente, dado que se trata de un tridngulo

isosceles.

Perimetro =3 cm + 2. (32£ cm), se cancela el 2 que multiplica con el 2 que divide:
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Perimetro= 3 cm + 3\/2 cm, factorizando (factor comun) se obtiene como resultado final:

Perimetro=3 (1 ++/2) cm

2. Un extremo de un alambre de soporte debe ser colocado en el extremo superior de un poste
telefénico de 3 metros de altura y el otro debe fijarse en el suelo formando un angulo de 45° con
el suelo. ¢ Cual debe ser la longitud del alambre?

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto

v' En este caso la longitud del cable corresponde al valor de la hipotenusa (X)y el dngulo
que se forma mide 45°, lo que lo hace un tridngulo isdsceles.

v’ Teniendo en cuenta que el tridngulo es isdsceles, ambos catetos tendrdn la misma
medida.

v La hipotenusa es igual a un cateto por /2.
X= cateto.\/2

X= 3\/§ metros

v' También se pudo utilizar la funcion trigonométrica coseno, que es la relacion entre el
cateto adyacente y la hipotenusa:

3 metros 3 metros 3 metros 6 metros 6 N YP)
Cos45°= X= =X=——=X=——+—=—=x ==——=3V2m.
x 7 Cos45° V2 V2 V2 T2 2

2
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3. Desde un punto al nivel del suelo y a una distancia de 7,5 metros de la base de un asta de
bandera se ve su punta. El angulo que forman el suelo y la linea que va de dicho punto hasta la
punta del asta es de 30°. Calcule la altura del asta.

o ae(

Solucion:

v’ Lo primero que determinaremos serd la ubicacién de los catetos y la hipotenusa,
recordando que la hipotenusa siempre queda frente al dngulo recto.

v’ En este caso la altura del asta corresponde al lado opuesto al dngulo de 30°, que seria el
cateto mds corto y 7,5 metros corresponde al cateto adyacente (cateto largo).

v’ Utilizando las férmulas para tridngulos especiales:

Cateto Largo
Cateto Corto= =

V3

75m _ 75m 3 _ 75/3m

Cateto corto= N xﬁ_ 3

=25V3m

v’ Utilizando las razones trigonométricas, la altura del asta corresponde al cateto opuesto
y 7,5 metros corresponde al cateto adyacente, por tanto se puede utilizar la razdn
trigonométrica tangente.

Tan30°=% =m = Tan30° x 7,5 metros = m = ? x 7,5 metros = 2,5v/3 metros
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4. Encontrar el valor de X= 3 sen?(45°) — 5 sen30°
Solucion:

v’ En este caso para dar solucién a la ecuacion se debe reemplazar el valor de la funcién
seno por el valor correspondiente a los dngulos de 45° y 30° respectivamente.

X= 3 sen?(45°) — 5 sen30

x=3.(“2—7)2 - 5.

. 1 , . .,
5. Sicosa = 5 Encontrar el valor numérico de la expresion:

(sen’a + cos?a). (1 + tan®a)

cos(Z— a).tan(Z— a).csc (2 - a -
2 2 2

Solucion:

v En este caso para dar solucion a la ecuacion se debe reemplazar el valor de las funciones
seno, coseno y tangente por el valor correspondiente a los dngulos, teniendo en cuenta
que el valor de m = 180°

. : . 1
v Para calcular el valor del dngulo «, se tiene en cuenta que el coseno igual a 5

corresponde a un dngulo de 60°.
v' Reemplazando en la formula los valores quedan de la siguiente manera:

(sen?60° + cos?60°)x (1 + tan?60°) B
c0s(90° — 60°)x tan(90° — 60°) x Csc(90° — 60°)

(sen?60° + c0s?60°) x (1 + tan®60°)
c0s30° x Tan30° x Csc30° B
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2
\/§) 12 2
S)+G) [+ 3] 3,1 4 4
2 2 [ -4+ = -y —
( @ _(4+4)x(1+3)_4x1:4
V3_V3_, Vo 3
2 X3 X 3 3

MODULO DE | Actividad de
TRIGONOMETRIA | b ol
onFuno||5<xC|on-

L\aciendo uso de

En los siguientes triangulos, haciendo uso de

|

i 'as Razones

g Faieonoméh;m las razones trigonométricas para angulos
| Para angulos ) L.

! especiales, hallae | €speciales, hallar el valor numérico de las

|

l

el valor numénico

expresiones.

de las

E expresiones.

—

(sen30°+co0s60°)
sen45°

1. Calcular:

2. Calcular: (— Cscz— Cot%)_l . tan? (g)

c0s30°—sen30°
Tan60°

3. Calcular:

4. Calcular: Tan% X Tan% + Tan% —Csc (900 _ g)
5. Calcular: 3 Cos% - 4Tan% + Sen%

6. Calcular: Senzg + COSZ%

7. Calcular: Seczg — Tanzg

T T
8. Calcular: Sec P Tan <

9. Calcular: (sen30°. Cos60° + Cos30°. Sen60°)% + (Cos30°. Cos60° — Sen30°. Sen60°)?
Cot= Cot=
10. Calcular: = 5 6

s

T T
SecE—Tang Secg—Tan6
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Para resolver situaciones problema relacionados con las razones trigonométricas, es importante
tener en cuenta los siguientes aspectos:

v" En todo triangulo rectangulo siempre es conocido uno de sus angulos interiores, es decir, el
angulo recto. Luego, un triangulo rectangulo puede resolverse si, ademas del angulo recto, se
conocen dos de sus lados o un lado, y uno de sus angulos agudos.

v' Cuando en un tridngulo rectangulo se conoce uno de sus angulos agudos, basta restar este
valor de 90° (angulo recto), para obtener el otro angulo agudo del triangulo en mencién.

v' Para hallar un elemento desconocido del triangulo rectangulo, ya sea la longitud de uno de
sus lados o el valor de uno de sus angulos agudos, escogemos una de las razones
trigonométricas que contenga dicho elemento y otros dos elementos fundamentales
conocidos para despejar el elemento en cuestion.

v Si el triangulo por resolver no es rectangulo, pero es isdsceles o equilatero, entonces se traza
la altura correspondiente a la base (perpendicular bajada desde el vértice opuesto a la base)
y este quedard dividido en dos triangulos rectangulos congruentes. La resolucién de uno de

estos dos triAngulos rectangulos nos permitird resolver el triangulo.
B

v' También es importante conocer, entender y aplicar los conceptos de angulo de elevaciéon y
angulo de depresion. Estos conceptos se refieren al angulo entre el horizontal y la linea visual
del observador y la posicion del objeto.

Angulo de elevacion. Si la linea visual del observador al objeto esta por encima de la linea
horizontal imaginaria.

Angulo de depresién. Si la linea visual del observador al objeto esta por debajo de la linea
horizontal imaginaria.
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Observa y analiza estos conceptos en la siguiente gréfica:

El « CAB es un angulo de elevacion; el punto B esta elevado con respecto al observador en A'y

la linea horizontal AC que pasa por A.

El <« DBA es un angulo de depresién; el punto A queda en la parte de abajo del observador que

estad en B y de la linea horizontal DB que pasa por B.
Visual horizontal

D Angulo de depresion

Angulo de elevacion

Visual horizontal ¢

{
{
/

EJEMPLOS:

1. Desde lo alto de una colina, una persona observa un venado, bajo un angulo de depresién
de 30°. Si la distancia entre el observador y el venado es de 100 metros. ¢Si la persona mide
1,70 m, cudl es la altura aproximada que tiene la colina?

rezean
.
. .
Nazaal
.
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Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede observar como la distancia entre el
observador y el venado (100 m) corresponde a la hipotenusa.

v’ Para calcular la altura de la colina se puede determinar como el cateto opuesto al
dngulo de 30°.

v’ La funcién trigonométrica que contiene el cateto opuesto y la hipotenusa es la funcion
seno.

Sen30°=$ - X =5en30°x100m->X=0,5X100m > X =50m
v Para responder a la pregunta de la altura de la colina, se debe restar a los 50 metros
(distancia del punto de observacion al suelo)la estatura del observador, por lo tanto la

respuesta es:
50 metros — 1,70 metros = 48,3 metros

2. Un poste de 5 metros se ha sujetado al suelo por un cable, como muestra la figura:

609
40°

Calcular la medida de los cables:

Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede observar que la medida del cable
corresponde a la hipotenusa y la altura del poste (5 metros) corresponde al cateto
opuesto al dngulo de 40° y el cateto opuesto al angulo de 60°.

v’ La funcién trigonométrica que contiene el cateto opuesto y la hipotenusa es la funcién

seno.
Send0°=22 s x =2" L x=2" .y _781m
X sen40° 0,64
13,56 m
Sen60°=5—m—>Y= om —>Y=5—m—>Y= 575m
Y sen60° 0,87
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3. Pablo y Luis estan situados cada uno a un lado de un arbol, como indica la figura:

Luis

7,5 metros

A) Calcular la altura del arbol.

B) ¢ A qué distancia esta Pablo del arbol?

Solucion:

v’ En este caso para dar solucién al ejercicio se puede trazar una linea recta de la cima del
drbol al suelo, de tal manera que nos permita establecer dos tridngulos rectdngulos.

7.5 metros
v’ Para calcular la altura del drbol se puede emplear la funcién tangente y teniendo en
cuenta que desconocemos el valor de algunos catetos y sdlo se tiene el total del cateto

adyacente, se debe realizar el planteamiento de dos ecuaciones:

Tan45°=% — h = x.tan45° Tan35°=75L_x - h =(7,5-x).tan35°
v' Igualando las ecuaciones, se tiene:

X.tan45° = (7,5 — x).tan35°

X.tan45° = (7,5 .tan35°) — (X.tan35°)

(X.tan45°) + (X.tan35°) = (7,5.tan35°)

X.(tan45° + tan35°) = (7,5.0,7)
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X(1+0,7)=525
X. 1,7=5,25

X= % — X = 3,1 m - distancia de Pablo al arbol

v’ Para calcular la altura del drbol se puede emplear la funcién tangente con cualquiera de
los dngulos. En este caso utilizaremos el dngulo de 45°, como el valor de X= 3,1 m, y un
triangulo rectdngulo de 45° es isdsceles, significa que la altura serd igual a X (3,1 m)

4. Desde el suelo vemos el punto méas alto de un edificio con un angulo de 60°. Nos alejamos
6 metros en linea recta y este angulo es de 50°. ¢ Cual es la altura aproximada del edificio?

2
ST
=i 60°/ N\ 509
S 6 m—
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida de la altura
del edificio corresponde al cateto opuesto a cada uno de los dngulos y el valor de 6
metros corresponde a parte del cateto adyacente.

v' Con base en la informacion anterior se puede utilizar la funcion tangente.

Tan60°=2 - h = x.tan60° Tan50°=—2— — h = (x + 6m).tan50°
X x+é6m

En las ecuaciones )

v Igualando las ecuaciones se tiene:
aplicamos ley distributiva

x.tan60° = (x + 6m).tan50°
x.tan60° = (x.tan50°) + (6 m .tan50°)

(x.tan60°) — (x.tan50°) = (6 m.tan50°)
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x.(tan60° — tan50°) = (6m.tan50°)
x.(1,73 — 1,19) = (6m.1,19)

x.(0,54) = (7,14 m)

__7,14m — 132
X= T05s AT oem > | Distancia X

v’ Para calcular la altura del edificio podemos utilizar el valor de X y el dngulo de 60°,
haciendo uso de la funcion tangente.

Tan60°=§ S h=x.tan60° = h =132m.1,73 = h = 22, 84 metros

5. ¢Cudl es la longitud de la sombra que proyecta un edificio de 120 m de altura, cuando el sol
presenta un angulo de elevacion de 35° desde la azotea del edificio?

Sol

< — ? ——— =|
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida del dngulo
de elevacion del sol (35°) se mantiene constante para el tridngulo que se forma entre el
edificio y su sombra, la altura del edificio corresponde al cateto opuesto de 35°.

v La sombra del edificio corresponde al cateto adyacente para el dngulo de 35°.

v Con base en la informacion anterior se puede utilizar la funcion tangente.

altura del edificio 120m 120 m 120m
tan35° = - tan35° = > X = -> X = ->X=171m
sombra X tan35° 0,7
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6. Desde un faro de 3,5 m de altura se observa un barco con un angulo de depresion de 30°,
como lo muestra la figura. ¢A qué distancia del barco se encuentra el faro?

3.5m

SR

Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se puede observar que la medida del dngulo
de depresion es de 30°, por lo tanto su complementario sera igual a 60°.

30°

G
X

. . s . ., 35m
v’ Con la informacién de estos dngulos se puede emplear la funcién tan30°= ~—~ 0

. > o X
también la funcion tan60 -

’

.- ., o 35m 35m 3,5m
v En este caso utilizaremos la funcion tan30°=—— — X = =X =—-—
X tan30° 0,58

X = 6 metros T T3

A SANNAN B

. . . , \ { W

7. Hallar la distancia de A hasta B a través del rio. lﬁ ViV

g \\ ) Lx]

o ) LT

N ad ()

5'2, } \ | \\ "

Solucién: c [0 (0

v En este caso para dar solucion al ejercicio, la distancia de A hasta B con respecto al
dngulo de 52°15° corresponde al cateto opuesto (X), y la distancia de A hasta C
corresponde al cateto adyacente, por lo tanto se utilizard la funcion tangente.

tan52°15' =

X
— X = 25,5m.tan52°15' - X =255m.1,29 - X =32,9m
25,5m
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Ketividad de

Epacfundisacién: 1 ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

solucionanr

situaciones

~ problema, Solucionar las  siguientes  situaciones
haciendo uso de

las paxgones problema, haciendo uso de las razones

Frigonoméknicas.

trigonométricas:

1. El corddén de una cometa se encuentra tensionado y forma un &ngulo de 54°20" con la
horizontal. Encuentra la altura aproximada de la cometa, respecto al suelo, si el cordon mide
100 m y el extremo del corddn se sostiene a 1,5 m del suelo.

{

2. Observa la siguiente ilustracion:

e (Cual es la altura del edificio?
e (Cual es la longitud de la linea que une la cabeza del hombre con la parte de arriba del

edificio?
[ 10l
Y E =
H =

72° 120
8K | 1

3. Durante un aterrizaje, el piloto pasa 10 m arriba de una muralla y toca tierra 200 metros mas
allad de la muralla. Si el &ngulo de descenso es 10°, ¢ cudl es la altura de la muralla?

"
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4. En un parque dos jévenes se encuentran separados por una distancia de 180 m. si uno de
ellos ve un globo elevado, exactamente arriba de él, y el otro lo ve con un angulo de
elevacion de 63°, ¢ .cual es la altura del globo?

5. Hallar la altura de la torre de energia.

%
43720

6. Hallar la altura de la antena de radio situada sobre el edificio

A
|
|

2 |
5 I

? 25m
7. Hallar la distancia entre los puntos Ay B

_ 8 A
A B
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8. Desde lo alto de un faro, cuya altura sobre el nivel del mar es de 120 m, se observa una
embarcaciéon con un angulo de depresion de 37°. ¢A qué distancia del faro esta la
embarcacion?

|

37

=t

9. Una persona de 1,7 m de estatura, divisa la altura de un edificio con un angulo de elevacion
de 37°. Si la persona esta a 24 m del edificio, ¢ cual es la altura de edificio?

|«—— 24m—

10.Desde la parte mas alta del tejado de una vieja casona, un nifio observa un perro que
se encuentra en la calle con un angulo de depresién de 37°. Si la altura de la casa es de 9 m
y el nifio mide 1 metro, ¢a qué distancia de la base de la casa se encuentra el perro?

11.Una persona de 2 m de estatura esta frente a un rascacielo de 98 m de altura divisando la
parte mas alta con un angulo de elevacion de 74°. ¢ A qué distancia se encuentra la persona
del rascacielo?
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96 m

12.Una persona se encuentra a 48 m de la base de un edificio. Si observa la parte mas alta con
un angulo de elevacion B y ademas tg B=3/4, ¢ cual es la altura del edificio?

13.La torre Eiffel en su base cuadrangular mide 50 metros de lado, ¢cudl es su altura?, si una
persona mide 1,8 metros de estatura y al mirar la punta mide un angulo de elevacion de
85,4°.

14.Al nivel del mar se lanza un cohete espacial y sube en un angulo constante de 65°30’,
recorriendo 18000 metros. Determinar la altura que lleva el cohete respecto al nivel del mar
en ese momento.
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15.Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que esta situado a 8 metros del
suelo y observa el edificio de enfrente de la siguiente manera: la parte superior, con un
angulo de elevacion de 30° y la parte inferior, con un angulo de depresién de 45°. Determinar
la altura del edificio de enfrente.

Observador

16.David es un estudiante de ingenieria civil que desea medir la altura de una torre. Para ello,
ubica el teodolito (instrumento que mide los angulos de un terreno) en el punto P, a una
distancia X de la torre. Mide el angulo de elevacién y obtiene un valor de 75°. Luego se aleja
100 metros en linea recta del punto P hasta Q, mide nuevamente el angulo de elevacion y
obtiene 37°, ¢cuanto mide la torre si el teodolito tiene una altura de 1,5 metros?
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SIGNOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Segun el cuadrante al que pertenece el punto P(x,y), los signos de sus coordenas Xy Y varian.
La distancia entre el punto P y el origen O esta dada por el teorema de Pitagoras, esta distancia
la denotaremos con r y corresponde al valor de la hipotenusa:

r = {/x% + y?, esta distancia siempre sera positiva.
En consecuencia los signos de las funciones dependen los valores Xy Y
PRIMER CUADRANTE:

En el primer cuadrante, vemos que: el cateto adyacente se ubica sobre el eje X, asi que lo
denominaremos "X"; al cateto opuesto, que se ubica sobre el eje Y, lo llamaremos "y". La
hipotenusa, que es el radio de la circunferencia, la designaremos "r".

y+
.r; x 1' . /\
M Y
| L y II
x - X+
I| II
\ /
" yd

Ya que "X", "y", "r", son positivas, entonces, Todas las funciones trigpnométricas en el primer
cuadrante son positivas.

Sen Cosec | Tang Cotg Cos Sec

+ + + + + +

SEGUNDO CUADRANTE:

En el segundo cuadrante, el cateto adyacente cae sobre el eje negativo de las X, mientras que el
cateto opuesto sigue sobre el eje positivo de las Y. El radio (la hipotenusa) sigue siendo positiva
en todos los cuadrantes. Por lo tanto: el coseno, la tangente y sus inversas (secante y
cotangente) tienen resultados negativos.
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y+
AT N
V. Sen Cosec | Tang Cotg Cos Sec
I |
|
HJ EX + - - - -
! : !

TERCER CUADRANTE:

En el tercer cuadrante, tanto el cateto adyacente como el cateto opuesto tienen sus signos
negativos, ya que caen sobre la parte negativa de los ejes, la hipotenusa siempre es positiva. Por
lo tanto, la tangente y la cotangente resultan positivas y las demas funciones son negativas.

v+

Sen

Cosec

Tang

Cotg

Cos

Sec

+

+

CUARTO CUADRANTE:

En el cuarto cuadrante, el cateto adyacente vuelve a estar sobre el eje positivo de las X, mientras
gue el cateto opuesto sigue sobre el eje negativo de las Y. En este caso, las Unicas funciones
cuyo resultado sera positivo son el coseno y la secante.

y+

T T Sen
/ ™

i b
I

Cosec

Tang

Cotg

Cos

Sec

\'l

7 s
| ; [

. _... [ x+
N
I'l.x \ . - /

NG/

N “—# g

|
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Una forma sencilla para identificar los signos de Ias\
funciones trigonométricas consiste en tener en
cuenta los signos del seno y coseno en cada
cuadrante, a partir de ahi se puede calcular los

signos de las siguientes funciones, recordando que
seno

tg= y las demas son funciones inversas.
Coseno /
yd \
/// \\
4 sen + sen +
COS - cos +
sen - sen -
CosS - cos +
N\ /
\\ 4
\ ’”,
Cuadrante | Seno Coseno Tangente | Cotangente | Secante | Cosecante
I + + + + + +
[l + - - - - +
I - - + + - -
IV - + - - + -

A través del signo de las diferentes funciones trigonométricas, se puede dar solucién a diferentes
situaciones, las cuales enunciaremos a través de los siguientes ejemplos:
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EJEMPLOS:

1. Sisenf < 0y secf > 0, encontrar el cuadrante que contiene el lado terminal
Solucion:

v En este caso para dar solucion al ejercicio se tiene en cuenta el signo de las funciones en
cada cuadrante::

Al observar la grdfica, se deduce que senf es negativo
S | cuando tiene lado terminal en los cuadrantes Ill y IV'y

-y | secO es positiva cuando tiene lado terminal en los
cuadrantes |y IV.

sen - sen -

cos - cos+ /] Por lo tanto, 0 tiene lado terminal en el IV cuadrante,
¢ porque es el unico que satisface ambas condiciones.

2. Determinar el signo de los valores de las funciones trigopnométricas para un angulo 6 = —140°
Solucion:

En este caso para dar solucion al ejercicio se tiene en cuenta el cuadrante en el cual queda

ubicado el angulo:
Al observar la grdfica, se observa que el dngulo de -

140° queda ubicado en el cuadrante lll, de esta
manera se establece que:
sen(—140°) < 0
11 I
cos(—140°) <0

Tan(—140°) > 0

l

Cot(—140°) > 0
-140°
sec(—140°) <0

111 IV
Csc(—140°) < 0
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3. Escribir el cuadrante en el cual se encuentra ubicado el lado final de un angulo 6 de acuerdo
con las condiciones dadas.

Primera Condicion | Segunda Condicién Cuadrante
1 senf > 0 tanf <0
2 cosf >0 senf >0
3 cotd <0 cosf >0
4 secd <0 cscd <0
5 tanf >0 secd <0
6 senf < 0 cotd >0
7 senf > 0 cscd >0

Solucion:

v' Para completar la tabla, dando respuesta a las condiciones planteadas en cada uno de
los ejercicios, se establece los cuadrantes que cumplen con el requerimiento en cada

funcion:
1. 5.
send > 0=1,1lI
1] tand >0 =1, 1l
tand < 0 =11, IV 1
secd <0 =11, 11l
2. 6.
cos@ >0=1,1V
| senf <0 =1II, IV
sen8 >0=1,1l 11
cotf >0=1,1ll
3. 7.
cotd <0 =111V
1V senf >0=1,11
cosd >0=11V 1, 11
cscd>0=1,11
4.
sec <0=1l,
i
cscd < 0=, IV
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hetividad de JACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

ZVPROFundisacién :
haciendo uso de

los signos de

D Donciones trigonométricas dar solucién a los siguientes

Haciendo uso de los signos de las funciones

Rigonomé"nic:zs ejerciciOS'

dar solucién

los ejeRrcicios.

—

A. Determinar el signo de las razones trigopnométricas para los siguientes angulos 6:

1.8 =120°
2.9=2
4
3.68=-70°
4.="2
3
5.9 = 300°

B. Encontrar el cuadrante que contiene el lado terminal de 0 si se cumplen las condiciones
dadas:

1. tan6 >0

2.senf >0y cosf <0

3.Csc >0ysend <0
4.Cosf > 0ytand >0

5. Cosf > 0ysenf >0
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE CUALQUIER ANGULO

Para determinar las razones trigonométricas de cualquier tipo de angulo utilizaremos
una circunferencia goniométrica.

Circunferencia goniométrica
Circunferencia cuyo radio es la unidad y se encuentra centrada en el origen de un sistema de

coordenadas. A cada uno de sus puntos P(x,y) les corresponden un Unico angulo a definido entre
el semieje positivo de las abcisas y el segmento OP. Su interseccion con los ejes de
coordenadas la divide en cuatro partes denominadas cuadrantes.

primer

segundo yd
/ cuadrante

cuadranie

fercer cuario
cuadrante . y cuadrante

Cuadrante I
Cuadrante II

Y Y
P(x v)

|

I |
i i
| |

y

v |
i

! |
! i
: I
| |

O/a::
#

Y X

0 |
X I.fﬁ_‘ 81 X f/’ \\I X X
0 N

)

P(x,y)
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Determinaremos la hipotenusa como r, entonces r = /x? + y?2

Sea 6 un angulo en posicidn regular y sean X, y las coordenadas de un punto cualquiera P,
diferente de O, en el lado terminal de 6. Si la longitud de OP = r, entonces definimos:

y X
senf = = cot = —,y # 0
r y
x r
cosf = — secd = —,x #0
r X
y r

tand = = ,x #0 - _
an xx cscl y,yiO

Los valores de las razones trigopnométricas dependen solo de la posicion del lado terminal del
angulo y no del punto P seleccionado sobre él. Luego, a cada angulo 8 en posicién regular
podemos hacer corresponder un Unico namero, dado por las razones trigopnométricas.

EJEMPLOS

1. Si 6 es un angulo en posicion regular y si el punto P (-4, 3) en el lado terminal de 6, encontrar
los valores de las funciones trigopnométricas de 6.

Solucion:

v En primer lugar se establece las coordenadas para el punto (-4, 3), correspondiente al
eje X (-4) y al eje Y (3).

.
: O estd en el cuadrante Il
* P (_41 3)
p(-4,3)
———————— 3 =87+ (3)°
|
| : r=v16+9
|
| ' r=v25
|
5 L 3 2 - o .‘ X r=5

X=-4;y=3;r=5

Mdédulo disefiado por: Docente Maria Cristina Marin Valdés Pagina 116



TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017

v' Reemplazando los valores en las funciones trigonométricas se tiene que:

—_yY_3 X =
senf = = cot = 5= 3
—4
cosf = —= — _1_5
5 sect9—x—_4
y 3
tan = == — r_>S
_ g = —= =
X 4 csc 73

v’ Para verificar los valores de las funciones trigonométricas se debe tener en cuenta
también el signo que tiene cada una en los diferentes cuadrantes, en este caso
cuadrante II.

2. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de un angulo 8 en posiciéon regular, si
el punto P(3,4) esta sobre el lado terminal del mismao.

Solucion:

v En primer lugar se establece las coordenadas para el punto (3, 4), correspondiente al eje
X(3)yalejeY(4).

Y
O estd en el cuadrante |

M e ey ' P (3, 4)

BNCEST;

r=v25
5

r=

W —— — — — — — —
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v' Reemplazando los valores en las funciones trigonométricas se tiene que:

4

sen6=%=g cotg = £= 3
y 4

3
cosf = —= — r_>S
9:—:—
5 sec Z= 3

4
tanH:X:— _r_5
x 3 cscld = —= —
y 4

v’ Para verificar los valores de las funciones trigonométricas se debe tener en cuenta
también el signo que tiene cada una en los diferentes cuadrantes, en el cuadrante |
todas las funciones tienen signo positivo.

3. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de un angulo 8 en posiciéon regular, si
el punto P(1, -1) esta sobre el lado terminal del mismo.

Solucion:
v' En primer lugar se establece las coordenadas para el punto (1, -1), correspondiente al

ejeX(1)yalejeY(-1).

v
O estd en el cuadrante IV

P (1,-1)

0.5 15

r=y/(D2+ (1)
r=VT+1
r=v2

0.5 4

Cuadrante IV

x=1;y=-1r=+2

v' Reemplazando los valores en las funciones trigonométricas se tiene que:
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sen6=%=%=%x%=%ﬁ cot@z%z_T:—l
cos@=§=%=%x%=g sec6=—=\/—1§=\/§
tan9=%=_i1=—1 Cscgzzzg:_\/i

v’ Para verificar los valores de las funciones trigonométricas se debe tener en cuenta
también el signo que tiene cada una en los diferentes cuadrantes, en este caso
cuadrante IV.

4. Encontrar los valores de las funciones trigonométricas de un angulo 8 en posicion regular, si
el punto P(-5, 10) esta sobre el lado terminal del mismo.

Solucion:

v En primer lugar se establece las coordenadas para el punto (-5, 10), correspondiente al
eje X (-5) y al eje Y (10).

v
P(-5,10) O esta en el cuadrante Il
— 1B
P (-5, 10)
I
| r=y(=5)* + (10)°
5 4
: r=v25+ 100
Cuadrante II ™~ r=v125
: Oy X
N 0 r=5V5

Xx=-5;y=10;r=5V5

v' Reemplazando los valores en las funciones trigonométricas se tiene que:
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g Y10 _2_2 ¥5_ 245
Sen =TT sV YV s
p X -5 -1 -1 5 =5
cos = - = —=F——"— —xX —= ——
r 5V5 5 5 5 5
10
tan9=z=—=—2
x =5

ANO 2017 |
t9—x—_5—_1
OTEIT 0T 2
r 5V5
secd = —= —= —/§
x =5
9_1’_5\/3_\/3
csc =3 10" 2

v’ Para verificar los valores de las funciones trigonométricas se debe tener en cuenta

también el signo que tiene cada una en los diferentes cuadrantes, en este caso

cuadrante II.

pﬂoFunolig,acién?
; encon"no\a |aS
funciones

:}‘Rigonomé}‘aicas
de un angulo en

posicion

e

P(-3, -4)
P (-8, 15)
P (4, 3)

P (-3, -5)
P (-4, 0)

1 -1
(.3
2 2

YV V V V V

Y

Encontrar

hckividad de ACTIVIDAD DE PROFUNDIZACION

los valores de las funciones

trigonométricas de un angulo 6 en posicion
regular, si el punto P(x,y) esta sobre el lado
regulas. terminal del mismo.



TRIGONOMETRIA BASICA
Asignatura: Matemadticas grado décimo ANO 2017

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas son funciones periddicas, esto es que los valores se repiten
después de cierto niumero de grados, a los que se le llama periodo. El periodo es el nimero de
grados contenidos en un ciclo de la grafica de una funcion. Es importante destacar que muchos
fendmenos fisicos son perioddicos por naturaleza y pueden describirse empleando las graficas de
las funciones trigonométricas, tales como: las aplicaciones matematicas que tienen relacion en el
movimiento circular, como el que describe la corriente eléctrica alterna, la onda de laluz, la
onda de radio, el movimiento de fluidos (como el agua), el movimiento orbital de la tierra, ciclos
biolégicos, entre otros.

Las curvas que forman las funciones senoidal y cosenoidal son las que tienen mas cantidad de
aplicaciones.

Las graficas de las funciones trigopnométricas se realizan en un sistema de coordenadas
rectangulares. En el eje de las abscisas se colocan los angulos en forma lineal, dados en
radianes (para expresarlo numéricamente en grado seria de manera circular) y en el eje de las
ordenadas se coloca la variacion de la funcion trigopnométrica para el angulo dado. Cada valor del
angulo le corresponde un valor de la funcion trigpnométrica del angulo; estos conjuntos de
valores se grafican en el sistema de coordenadas y al unir los puntos se obtiene la gréfica de la
funcién trigopnométrica.

Graficas de las funciones seno, coseno y tangente

Las graficas de estas funciones son periddicas, es decir, que tienen un ciclo o periodo que se
repite indefinidamente.

Las funciones seno y coseno son funciones de periodo 2mr, que tienen como dominio el conjunto
de los numeros reales y como rango el intervalo cerrado [-1, 1]

Las funciones inversas de las funciones seno, coseno y tangente son las funciones arco seno,
arco coseno y arco tangente. Las graficas de dichas funciones son simétricas respecto a la recta
Y=X
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Gréaficade la funcién seno

4 y = senx

(radosx 45 | 9F | 15F | 1I8CF | 2057 | 20F | 315° | A
3 j ] 1
Rodanes x| () & & |2 T Ll W u
4 2 4 4 2 4
y=smk | 0.7 | 0.7 0 [ -07) -1 |-07] 0
A\
s | s J .
JO J mplitud
180° . ;"10 |3|_,5: 126:°
25| s
270° € Periodo >
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Analisis de la grafica de la funcién seno:

La funcion seno es la funcion definida por: f(x)= sen x.

Caracteristicas de la funcién seno:

Dominio: IR

Recorrido: [-1, 1]

>

>

» El periodo de la funcién seno es 2 .

» La funcion y=sen x es impar, ya que sen(-x)=-sen x, para todo x en IR.
>

La grafica de y=sen x intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son: x =n . 1 para todo

ndmero entero n.

Y

El valor maximo de senx es 1, y el minimo valor es -1.

» La amplitud de la funcién y=senx es 1.

Gréaficade lafuncién coseno

A
¥y

¥ = cos(x) 21
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Grafesx | (7 | &°  OF
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|§0°
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A
Radignes x| 0 1

I

1
—
e |

Anadlisis de la gréfica de la funcién coseno

La funcién coseno es la funcién definida por: f(x)= cos x.

Caracteristicas de la funcién coseno:

Dominio: IR

Recorrido: [-1, 1]

>
>
» Es una funcion periddica, y su periodo es 2 Tr.
>

————gy ===

La funcion y=cosx es par, ya que cos(-X)=cos X, para todo x en IR.

> La gréafica de y=cosx intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son: x = g + n.m, para

todo nUmero entero n

» El valor maximo de cos x es 1, y el valor minimo valor es -1.

» La amplitud de la funcién y=cosx es 1.
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Graficade la funcién Tangente
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En la funcién tangente no estan definidos 90° ni 270°, por lo que sus valores son infinitos.

Analisis de la graficade la funcion Tangente

La funcion tangente es la funcién definida por: f(x)=tan x...

Caracteristicas de la funcién tangente:

. T .
» Dominio: IR — <| —+Hunine Z ;-
b

L9 e

-

Recorrido: IR
» La funcion tangente es una funcién periddica, y su periodo es .
» La funcion y=tan x es una funcién impar, ya que tan(-x)=-tan x.

> La gréfica de y=tan x intercepta al eje X en los puntos cuyas abscisas son: x =n 11, para todo
namero entero n.

> La gréfica de la tangente tiende al infinito en cierto punto. En estos puntos la grafica presenta
saltos y no tiene continuidad.

> Para este caso el periodo es M como se puede observar cuando x se acerca a 21 6 311/2, la
tangente tiende a valores muy grandes (). En estos puntos la curva se acerca a una linea
vertical. La curva nunca toca esta linea, que se llama asintota, sino que solamente se acerca
mas a ella.

Las otras tres funciones trigpnométricas: cotangente, secante y cosecante son también funciones
periodicas. Las funciones trigonométricas fueron sistematizadas por Newton y Leibniz, quienes
habian dado expansiones en forma de serie para las mismas. Pero fue Euler quien dio el
tratamiento completo y sistematico a las funciones trigonométricas.

Grafica de la funcién Cotangente

o N
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F(x)= cot(x)
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Se define la funcién cotangente como:
Cot :
otgx=—
g tgx
Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcion tangente.
F(x)=cotgx
b4 bi4 s s 2 5 i 4 3w 57 | 11x
X 0 - = = | = | = | = T — | = | = | — 2w
6 4 3 2 3 6 6 3 2 3 6
0° | 30° | 45 | 60° [90° | 120° [150° | 180° |210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
3 3 3 3
v IND. [+3 | 1 W3 0 -i-\ngD B V3 0 -i-éN.D.
3 3 3 3
N.D. : No Definida
3
y = cotgx

Imagen tomada de: https://goo.al/zVbZK6 el 21 de abril de 2017

Andlisis de la grafica de la funcién Cotangente

Las caracteristicas fundamentales de la funcién cotangente son las siguientes:

» SudominioesR-{m+ kT con KkeZ}.

» Es discontinua en los puntos 1+ k-1 con KkeZ.

» Surecorridoes R.

» Corta al eje X enlos puntos 1/2 + k-m con keZ.


https://goo.gl/zVbZK6
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> NocortaelejeY.

» Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.
cotg (- xX) = - cotg (x)

» Es estrictamente decreciente en todo su dominio.

» No tiene maximos ni minimos.

» Es periodica de periodo Tr.

» Lasrectas y=k-m con KeZ son asintotas verticales.

» No esta acotada. (El concepto de acotado aparece en matematicas para referirse a una
situacién en la que para cierto objeto matematico o un objeto construido a partir del mismo

puede establecerse una relacién de orden con otro tipo de entidad llamada cota superior o
inferior)

Graficade lafuncién Secante

=

I =32 -t —w2 Y w2 1 3?2 2m
=1

-2

=&

v

Imagen tomada de: https://goo.ql/dNZkiM el 21 de abril de 2017
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Se define la funcién secante como:
1
sec X =
Cos ¥
Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcién coseno.
fx)=secx
T b4 Fis 2T 57 7w 4 37 5x | 11x
x |0 — — | = — — — o — — — 2

6 4 3 2 3 6 6 3 2 3 6

0° | 30° | 45° |60° | 90° [120° | 150° |180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

yI&ﬁEND -2-2“6 -1-2"’5

D. -2 ND.| 2 &
3 3 3

M.D. : No Definida

Yy = Sec

Imagen tomada de: https://goo.gl/BOVLK] el 21 de abril de 2017

Andlisis de la grafica de la funcién Secante

Las caracteristicas fundamentales de la funcién secante son las siguientes:

» Sudominioes R-{m/2+k-m} con keZ.

» Surecorridoes R-(-1,1).



https://goo.gl/B0VLkj
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> No corta al eje X.

» CortaalejeYenelpunto (0,1).

> Es par, es decir, simétrica respecto al eje Y.

sec (- X) = sec (X)

» Es periodica de periodo 21T .

sec (x) = sec (x + 21)
» Tiene asintotas verticales en los puntos de laforma x=m1/2+k-Tr con keZ.

> No esta acotada.

Graficade la funcién Cosecante

Y = COSec I

Imagen tomada de: https://goo.al/qo60tu el 21 de abril de 2017

Se define la funciéon cosecante como:

Cosec X —
seén x
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Por lo tanto, las propiedades se pueden deducir a partir de la funcién seno.

J(x)=cosecx

X 0 —

A
W
3|
|
|
A
|
|
|
|
a2
&

0° | 30° | 45° | 60° |90° | 120° |150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° |330° | 360°

25|, |26 2B, | 26

vy IND.| 2 |42

-2 | N.D.

M.D. : No Definida

Y = cosec

Imagen tomada de: https://goo.al/qo60tu el 21 de abril de 2017

Analisis de la grafica de la funcion Cosecante

Las caracteristicas fundamentales de la funcién cosecante son las siguientes:
» Sudominioes R-{k-m} con KkeZ.

» Surecorridoes R-(-1,1).
> No corta al eje X ni al eje .

» Es impar, es decir, simétrica respecto al origen.

cosec (- X) = - cosec (X)

(S dlealizte o Poeana (s Gkt s Vel I
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» Es periddica de periodo 21r.
» Tiene asintotas verticales en los puntos de la forma x = k-1 con keZ.

> No esta acotada.

MODULODE | cbividad de
TRIGONOMETRIA

profundizacidn:
responden el
cuestionario de
acuerdo al Responder el siguiente cuestionario de
alisis de | Sy ‘e
j oo acuerdo al anélisis de las graficas de las

gQ&Fico\S de las

Funciones funciones trigonomeétricas.

“Qigonomé“aico\s.

—d

|
{
|
\
{
|
i N

1. Observa la grafica de la funcidén cotangente y responde las siguientes preguntas:

a. ¢Para qué angulos, Cotx es igual a cero?.
b. ¢Para qué angulos, Cotx es igual a 1?.

c. ¢Para qué angulos, Cotx esigual a -1?2.

2. Analiza la funcién secante:

a. Determina su dominio, rango y periodo.
b. ¢La gréfica corta el eje x y el eje y?, ¢ Dénde?.

c. ¢Se puede asignar un valor maximo y un valor minimo a la funcién secante?

3. Analiza la funcién cosecante:

a. ¢Cual es el periodo de la funcién cosecante?
b. ¢La gréfica corta el eje x y el eje y?, ¢ Ddnde?.
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